
برنامة ریاضيات مدرســه ای ســاختاری طبيعی دارد: از مفاهيم ســاده، به پيچيده و از مفاهيم ملموس به مفاهيم مجرد و 
مصنوع رشد می  كند. غير از این نمی تواند باشد؛ چون مهم ترین كاركردش این است كه دانش آموزان را كمک و هدایت كند تا 
اولين گام هایشــان را برای یادگيری ریاضی بردارند. فراموش نکنيم كه دانش ریاضی هم، در طول تاریخش از ساده به پيچيده 

رشد كرده است. 
متأســفانه در روند تکامل ریاضیات مدرسه ای2، گسست های نالازمی وجود دارند كه یادگیری دانش آموزان را 
مختل می كنند. یک نتیجة این گسســت، ترس و دلهره ای ست كه دانش آ موزان از یادگیری جبر دارند. موضوع این 
نوشته، گسستی است كه در عبور از موضوع حساب به جبر در ریاضيات مدرسه وجود دارد. در اینجا منظور از »حساب« مباحثی 
اســت كه به عددهای صحيح، اعشاری های با بسط متناهی و عددهای كسری مربوط می شود و »جبر« همان جبر مقدماتی ای 
است كه در ریاضيات مدرسه ای وجود دارد و موضوعاتی را مانند عددهای گنگ، استفادة گسترده از نمادهای ریاضی، معادلات 
خطی یک یا دو متغيره و معادلة درجة دوم، شامل می شود. در اینجا به مفاهيم پيچيده تر جبری مانند توابع نمایی و لگاریتمی، 
یا عمليات جبری روی چندجمله ای ها ]اشــميد و وو )2۰۰8(، وو )2۰16b( و وو )در دســت انتشار( را ببينيد[ كاری نداریم؛ 
در عوض به دو شاخصة مهم ریاضيات مدرسه ای، یعنی تعميم و تجرید می پردازیم. اجازه دهيد به جای اینکه وقتمان را صرف 

تعریف دقيق مفاهيم اخير كنيم، بحث را ادامه دهيم. مفهوم دقيق این واژه ها در مسير بحث، آشکار خواهد شد. 
پيام اصلی این نوشــته آن است كه جبر مدرسه ای در واقع، همان حسابِ تعميم یافته است. احتمالاً در این لحظه خواننده 
برداشت خودش را از عبارت حسابِ تعميم یافته دارد. در ادامة متن، تا حد امکان توضيح می دهم، منظور از حسابِ تعميم یافته 
چيســت. حساب با محاسبات دقيق روی عددهای مشخص و معلوم ســروكار دارد. به طور معمول، ریاضيات مدرسه ای طوری 
تدریس می شود كه دغدغة اصلی دانش آموزان در ریاضی، انجام دادن تمرین هاست. به این معنی كه به دست آوردن جواب درست 
+ برایشان راضی كننده است و به دنبال چيزی ورای جواب نيستند. اما جبر، اولین برخورد دانش آموزان با 
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67-151 یا 
ریاضیات به معنی واقعی كلمه است و تازه اینجاست كه شمایی از »تصویر اصلی« ]ریاضیات[ را می بینند. 

در جبر از دانش آ موزان خواسته می شود كه بعد از انجام هر محاسبه، به این فکر كنند كه: آیا این محاسبه، حالت خاصی از 
یک قانون عمومی است یا نه؟ یا اینکه آیا می شود این محاسبه را در زمينه ای گسترده تر دید تا شاید ویژگی های آن بهتر درک 
شود؟ حالا دانش آ موزی كه در حوزة حساب به خوبی كارش را انجام می داد و از نتيجه راضی بود، باید توجيه شود كه چرا باید 

خودش را برای حساب تعميم یافته آماده كند. در واقع چرا باید به این دردسر بيفتد. 

جبر، حساب تعمیم یافته است1
چگونه حساب را بهتر درس دهیم؟

 هانگ هسي وو

مترجمان : 
امیرحسین اصغری؛ دانشيار دانشگاه جان مورس ليورپول انگليس 

نازنین حسن نیا؛ دبير ریاضی تهران
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هر برنامة درســی كه بخواهد گذار دانش آ موزان را از )حوزه( حســاب به جبر هموار كند، باید جوابی برای این 
سؤال داشته باشد. اما چه جوابی می توان به این سؤال داد؟

برای پاســخ به این سؤال، دو مسئلة جبری را بررسی می   كنيم: یکی مسئلة حاصل جمع متناهی جمله از یک 
سری هندسی و دیگری حل یک معادله از درجة یک. اميدواریم كه در خلال این بحث، ماهيت حساب تعميم یافته 
هم مشخص تر شود. پيشاپيش می گویم بحث پيش رو مقداری محاسبات دقيق ریاضی دربردارد، با اینکه در مقالاتی 
از این دســت مرسوم نيست؛ البته این مقدار ریاضی برای پيشــبرد بحث ضروری است. همچنين نمی توان از این 

واقعيت فرار كرد كه قلب بحث های آموزش ریاضی، ماهيت ریاضی دارد. 
فرض كنيد از یک كلاس هشتمی خواسته ایم حاصل عبارت زیر را به دست آورد )استفاده از ماشين حساب مجاز است(. 
1+3+32+...+31۰

حســاب به ما می گوید حاصل این جمع 88573 اســت و تمام. ولی آیا این مســئله یک مسئلة خيلی خاص 
محاســباتی است؟ یا اینکه مثلًا گروهی مسئلة شــبيه به آن وجود دارد؟ آیا می توان راه حل این مسئله را جزئی از 
یک قانون عمومی به حساب آورد؟ هشتمی ها ابتدا باید متوجه الگو یا ساختار موجود در این جمع شوند: توان های 
متوالی عدد 3 با هم جمع شده اند. )فرض كنيم آن ها می دانند كه  3۰=1و 31=3(. اولين چيزی كه به ذهن می رسد 
این اســت كه می توان حاصل جمع توان های عدد 3 را نه تنها تا 1۰، بلکه تا هر توان طبيعی دیگری حســاب كرد. 
بعد، چرا توان های عدد3؟ چرا توان های عددهای دیگر نه؟ همين كه این ســؤالات به ذهن می رسند، یعنی حساب 
را پشــت سر گذاشــته ایم. می خواهيم حاصل جمع توان های متوالی عددی را كه نمی دانيم چند است، تا توانی كه 
نمی دانيم چند اســت، حساب كنيم. حســاب و كتاب با عددهای مشخص هيچ كمکی به ما نمی كند. حتی قبل از 
اینکه شروع به حل كنيم، با مسئله ای مهم تر روبه رو می شویم: عبارتی كه این قدر كلی است )حاصل جمع توان های 
متوالی عددی كه نمی دانيم چند اســت، تا توانی كه نمی دانيم چند اســت( را چطور به شکلی خلاصه تر و در عين 

حال دقيق بيان كنيم؟ 
اینجا می توانيم به كلاس هشتمی ها بگویيم كه ریاضی دانان قدیم بيش از هزار سال درگير این موضوع بودند كه 
چطور چنين مسئلة كلی ای را بيان كنند. تا اینکه حدود 16۰۰ ميلادی، بالاخره روشی كارا پيدا كردند تا به كمک 
نمادها، این گونه عبارت ها را بيان كنند. با این دستاورد  ریاضی، مسئله را به این شکل مطرح می كنيم: حاصل جمع 
( باشند. با صرف نظر كردن از كار با عددهای  n∈� r+r2+...+rn-1+rn+1 را بيابيم، وقتی كه r وn عددهای دلخواه )

معلوم و مشــخص، تنها ابزاری كه برای حل این مسئله داریم، خاصيت شركت پذیری و جابه جایی دو عمل جمع و 
ضرب و نيز خاصيت توزیع پذیری ضرب نســبت به جمع اســت كه می دانيم برای همة عددها درست است، و فرقی 
نمی كند كه آن عددها معلوم اند یا مجهول. این مسئله به كلاس هشتمی ها كمک می كند تا شاید برای اولين بار به 

اهميت قوانين عملگرهای جمع و ضرب پی ببرند. 
به جای اینکه مدتی طولانی را صرف این مســئلة كلی كنيم، شــاید بهتر باشد كه مرحله به مرحله پيش برویم 
و ابتدا حاصل جمع32۴+...+32+3+1 را حســاب كنيم. این عبارت، حاصل جمع 25 عدد مشخص و معلوم است و 
بنابراین شبيه یک مسئلة حساب متداول است. اما از آنجا كه انجام این محاسبات با دست خالی، به صبر و حوصله ای 
بيش از توانِ كلاس هشــتمی ها نياز دارد، پس به چيزی بيش از مهارت های متداولِ حساب نياز داریم تا آن را حل 
كنيم. یک راه  پرداختن به این مسئله آن است كه كل این عبارت را به صورت یک عدد ببينيم؛ نمی دانيم این عدد 
دقيقاً چند است، با این حال نام آن را S می گذاریم. بی درنگ از مزایای این نماد گذاری بهره مند می شویم. این یک 
قدم بســيار مهم اســت، چون با این كار، ما دیگر درگير محاسبات قدیمی نيستيم كه می باید جواب هر عمليات را 
به صورت عددی مشــخص محاســبه می كردیم و قدم به قدم پيش می رفتيم. حالا محاسباتمان را با S به عنوان یک 
عدد پيش می بریم. از آنجا كه S جمع توان های متوالی عدد 3 است، انگار بد نيست 3 را درS ضرب كنيم. به كمک 

خاصيت توزیع پذیری )ضرب نسبت به جمع( می بينيم كه عبارتی خيلی شبيه به خود S به دست می  آید. داریم: 
S ...

...

( ... ) (S )

= × + × + × + + × + ×

= + + + + +

= + + + + − + = − +

2 23 24

2 3 24 25

2 24 25 25

3 3 1 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
1 3 3 3 1 3 1 3

بنابراین: 
S S= + −253 3 1                                 )1(

»حساب« مباحثی 
است كه به عددهای 
صحیح، اعشاری های 

با بسط متناهی و 
عددهای كسری 
مربوط می شود و 

»جبر« همان جبر 
مقدماتی ای است 

كه در ریاضیات 
مدرسه ای وجود 

دارد و موضوعاتی را 
مانند عددهای گنگ، 

استفادة گسترده 
از نمادهای ریاضی، 
معادلات خطی یک 

یا دو متغیره و معادلة 
درجة دوم، شامل 

می شود
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باز هم بدون اینکه بدانيم مقدار S دقيقاً چند است، قرینة آن )S-( را به دو طرف تساوی اضافه می كنيم و داریم: 
( S) S ( S) S− + = − + + −253 3 1

در سمت چپ تساوی از خاصيت پخشی )توزیع پذیری( استفاده می كنيم: 
( S) S ( )S S− + = − + =3 1 3 2

به این ترتيب: 
)2(S ( )= −251 3 1

2

. باید به كلاس هشتمی ها یادآور  S , , ,= 423 644 304 721 و به كمک ماشين حســاب حاصل را به دســت می آ وریم: 
شویم كه این جواب بدون سختی زیاد به دست آمد. 

این اولين ثمرة تفکر مجرد بود: جوابی كه به جای انجام محاسبات كوركورانه روی عددهای مشخص، با افزودن 
استدلال و به رسميت شناختن الگوهای انتزاعی در انجام محاسبه با عددها در حالت كلی به دست آمده است. برای 
مثــال، ایدة ضرب كردن 3 در S كه معادلة )1( را نتيجه داد، به اندازة جواب نهایی، مهم و پرفایده بود. ایده از آنجا 
نشئت گرفت كه حاصل جمع توان های متوالی عدد3 اساساً بعد از این ضرب تغيير چندانی نمی كند و اكثر جملات، 
عيناً تکرار می شوند. به یک معنا، كاری كه برای حل مسئله انجام دادیم، مطلقاً حساب است. چون كاری به جز انجام 
عمليات حسابی روی عددها )و تنها عددها( انجام نداده ایم. در عين حال، به كمک قوانين جمع و ضرب، این عمليات 

را روی عددهای نامعلوم انجام داده ایم. پس در واقع ما حساب تعميم یافته انجام داده ایم. 
این مثال نشــان می دهد كــه اگر قدم را از محاسبه با عددهای مشخص فراتر بگذاریم و برای شناخت 
الگوهای كلی تر ســعی كنیم، حتی در مسئله های معمولی محاسباتی، نتایج بیشتری به دست خواهیم 
به دست آوریم. اگر  (n )∈� را برای r وn دلخواه n nr r ... r r−+ + + + +2 11 آورد. به مسئلة اصلی برگردیم و حاصل
r است. اگر استدلال  ≠ r=1 باشد، حاصل عبارت n+1 است و مسئله جذابيتی ندارد. پس از این به بعد فرض كنيم 1
قبل را با دقت مرور كنيم، دیده می شــود كه اگر عدد 3 را با r و توان 2۴ را با n جایگزین كنيم، همة اســتدلال  

عددی دلخواه و n عددی دلخواه و طبيعی باشد:  r ≠ جمله  به جمله درست خواهد بود. پس هرگاه 1

   

n
n n rr r ... r r

r

+
− −

+ + + + + =
−

1
2 1 11

1
                                                                                    )3(

این همان رابطه ای اســت كه برای محاسبة حاصل جمع متناهی جمله از یک دنبالة هندسی داریم. رابطة )2( 
حالت خاصی از فرمول )3( است، وقتی كه r =3 و n =2۴ باشد. برای اینکه طعم این تعميم را بهتر بچشيم، بيایيد 

جمع زیر را به دست آوریم:

...+ + + + +2 27 28
1 1 1 11
2 2 2 2

. بنابراین: n = 28 r و  = 1
2

این حاصل جمع، سمت چپ تساوی )3( است، وقتی كه: 

.
( )

... ( )

+ −
+ + + + + = = −

−

28 1
28

2 27 28

1 11 1 1 1 121 212 22 2 2 1
2

حالا دربارة تساوی )3( می توانيم از خودمان بپرسيم كه: آیا این تساوی بخشی از یک قانون عمومی تر در ریاضی 
اســت یا نه؟ آیا می توانيم آن را در یک زمينة وســيع تر ببينيم تا آن را بهتر درک كنيم؟ به راستی كه چنين است، 
به شــرطی كه برای به دست آوردن این »زمينة وســيع تر« از تور بزرگ تری استفاده كنيم. كلاس هشتمی ها اتحاد 

 آنچه در عددهای 
طبیعی یاد 
می گیرند، به آن ها 
كمک خواهد كرد 
كه كسرها را یاد 
بگیرند؛ چرا كه این 
موضوع ها شبیه به 
هم هستند
مدتی باور بر این 
بود كه »كسرها، 
عددهایی بسیار 
متفاوت از 
عددهای طبیعی 
هستند«. این باورِ 
نادرست مانعی 
برای یادگیری 
كسرهاست
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را می شناسند كه برای هر مقدار x و y درست است. می توان از آن ها خواست كه  (x y)(x y) x y− − = −2 2 مشهور
به عنوان تمرین خاصيت توزیع پذیری، نشان دهند تساوی زیر برای هر مقدار طبيعیn و هر عدد x و y درست است. 

n n n n n n n(x y)(x x y x y ... xy y ) x y ( )− − − + +− + + + + + = −1 2 2 1 1 1 4

، حالــت خاصی از تســاوی )۴( اســت وقتــی كه قــرار می دهيم:  (x y)(x y) x y− + = −2 2 حالا تســاوی
. r ≠ x=r ، y و 1   n=1 . حتی تســاوی )3( هم حالت خاصی از تســاوی )۴( اســت؛ كافی اســت قرار دهيم: 1=
 بــه این ترتيــب رابطة )3( كه مجموع متناهی جملة دنبالة هندســی را به دســت می دهد. با تســاوی آشــنای

, را در نظر بگيرید. سخت  , ,64 339 280 x2-y2=(x+y)(x-y) ارتباط پيدا می كند و این تازه اول داستان است. عدد491

بتوان گفت عددی به این بزرگی اول اســت یا نه )عدد اول عددی است كه فقط بر خودش و یک بخش پذیر است(. 
این عدد برابر است با  ۴7-357و این یعنی می توانيم تساوی )۴( را برای آن استفاده كنيم:

, , , ( ... )= − = × + × + + × +7 7 6 5 5 664 339 280 491 35 4 31 35 35 4 35 4 4

 y و x یعنی عدد ما بر 31 بخش پذیر اســت و در نتيجه اول نيست! به همين ترتيب، می توان نشان داد كه اگر
n هيچ گاه اول نيست. توجه كنيد كه ما همچنان  nx y− عدد  n ، برای1≤ x y− عددهای صحيح مثبت باشند و: 1<
درگير حساب هستيم؛ ولی با استفاده از نمادها به جای عددها و درک، پذیرش و انجام تعميم در هنگام محاسبات. 
جمع تعدادی جمله از یک دنبالة هندسی، به كمک  تساوی )۴(، به مسئلة تعيين اول یا مركب بودن عددها مربوط 

می شود. باید چنين مثال هایی را از قدرت تعميم، در كلاس هشتم مورد توجه قرار داد. 
موضوع دیگری كه در برنامة درســی جبر مهم به شــمار می آید، حل معادله اســت. موضوعی كه در تاریخ جبر 
را در نظر بگيرید. معمولاً در جبر  x x+ = −4 1 2 3 هم نقش مهمی در پيشــبرد این علم داشته است. معادلة خطی

مدرسه ای، x را متغير در نظر می گيریم و با انجام كارهای زیر، معادله را حل می كنيم: 
( x) x ( x) x− + + = − + −2 4 1 2 2 3 مرحلة اول: 

x + = −2 1 3 مرحلة دوم: 
x ( ) ( )+ + − = − + −2 1 1 3 1 مرحلة سوم: 

x = −2 4 مرحلة چهارم: 
x = −2 مرحلة پنجم: 

جواب 2-، جواب درســتی اســت، اما با كمی دقت  مشخص می شــود كه این پنج  مرحله هيچ معنایی ندارند. 
برای مثال، مرحلة اول را در نظر بگيرید. از آنجا كه x مقداری است كه تغيير می كند، چگونه می توانيم بگویيم دو 
x كه هر كدام با تغيير x تغيير می كنند، با هم برابرند3؟ و چطور می توانيم بگویيم كه این دو  −2 3 و  x +4 مقدار 1
)چيزی كه خودش مقداری متغير است( به هر كدام، همچنان با هم برابر می مانند؟  x−2 مقدار پس از اضافه كردن
در واقع برای عبور از مرحلة 1 به مرحلة 2، در هر دو طرف تســاوی از خاصيت شــركت پذیری جمع و نيز خاصيت 
توزیع پذیری ضرب نســبت به جمع اســتفاده كردیم. در هر طرف تساوی جملات شــامل x را با هم جمع كردیم. 
دانش آموزان این قوانين را در حساب خوانده اند، اما آنجا این قوانين برای عددها درست بود. كجا برای آن  ها توضيح 
داده شده است كه می توان از این قوانين برای مقدارهای متغير هم استفاده كرد؟ این تغییر ناگهانی از محاسبه 
با عددهای مشخص، به محاسبه با عددهای نامعلوم، ممکن است در درک دانش آ موزان ناسازگاری ایجاد 
كند. ریاضيات قرار است طریقة استدلال كردن را به دانش آموزان بياموزد، یا از بر كردن و تکرار آنچه را كه می بينند؟ 
این مورد، یکی از مثال های بســياری است كه نشــان می دهد، ریاضيات مدرسه ای چطور در گذر دانش آ موز از 
حســاب به جبر گسســت ایجاد می كند. در اینجا مقصر اصلی رویکردی در آموزش جبر است كه پای »متغيرها« 
را وســط می آ ورد. این رویکرد برای ادامة كار، ناگزیر به سوء اســتفاده از خاصيت هایی می شود كه در حساب كاربرد 

داشتند. این گسست توجيه ناپذیر را می توان به كمک ایدة حساب تعميم یافته، به صورت زیر اصلاح كرد.
اول باید مشــخص كنيم كه یک »معادله« چيســت. معادلة ۴x+1=2x-3 به این معناست كه سؤالی داریم: آیا 

ما بر این باوریم 
كه راه  حل ساده تر 
این است كه روی 

آموزش حساب 
سالم متمركز  

شویم، به جای 
اینکه سعی كنیم 
آنچه را كه هست 
دست كاری كنیم. 
باور ما این نیست 

كه آموزش حساب 
سالم، هدف نهایی 

است )هر چند هیچ 
شکی در اهمیت 
آن وجود ندارد(. 

سودمندی  حساب 
سالم در این است 

كه سکویی برای 
شروع جبر خواهد 

شد
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عــددی چون x وجود دارد كه ۴x+1=2x-3؟ چنين عددی را جواب معادلة ۴x+1=2x-3 می ناميم. دقت كنيد كه 
هيچ حرفی از »متغير« به ميان نيامده اســت و تنها با عددها ســروكار داریم.  برای حل معادله، فرض كنيم چنين 
را بررسی  x +4 x و 1 −2 3 عددی وجود دارد. تأكيد می كنم كه x اینجا یک عدد است. پس داریم تساوی دو عدد 
می كنيم و مراحل 1 تا 5، گزاره های پی درپی در مورد عددها هستند و هر كدام نتيجه ای منطقی از مرحلة قبل. در 
آخر به این نتيجه می رســيم: اگر معادلة ۴x+1=2x-3 جوابی داشــته باشد، این جواب2- است. اما این جواب به ما 
نمی گوید 2- جواب معادله است،  بلکه برای اثبات این موضوع باید در معادله x را با 2- جایگزین كنيم و ببينيم كه 
واقعاً دو طرف تســاوی با هم برابر هستند یا خير. به این ترتيب، تمام مراحل 1 تا 5 به عنوان عمليات حسابی روی 
عددهای معلوم یا نامعلوم قابل توضيح اند؛  عملياتی كه از درستی آن ها اطمينان داریم. پس حل معادله )همان طور 

كه مشخص شد هر نوع معادله ای( بخشی از حساب تعميم یافته است. 
باز هم تأكيد می كنم كه در این راه حل، »متغيری۴« وجود ندارد )برای توضيح بيشــتر در این موضوع بخش 1 

،3 و )b 2۰16( را ببينيد(. 
اميدوارم توضيحات قبل مشــخص كرده باشــد كه چرا می گویم جبر مدرسه ای همان حساب تعميم یافته است:  این جبر 
همان حســاب است در ســطحی مجردتر. برنامة درسی باید هرجا كه امکانش هســت، فرایند تجرید را در حساب 
مدرسه ای بگنجاند تا فاصلة میان حساب و جبر كم شود. استفاده از نمادها هرجا كه موقعیتش فراهم باشد، یکی 
از گام های تجرید اســت. از همه مهم تر این نکته است كه استنتاج به كاری جاری و روزمره در حساب بدل شود، 
چرا كه ساختار ریاضیات )در هر سطحی( بر پایة استنتاج بنا شده است. شکست برنامة درسی معمول آمریکا5 در بر 
آورده كردن این پيش نيازها، علت به وجود آمدن گسســت بين حساب و جبر مدرسه ای است و این گسست به یادگيری جبر 

آسيب  می رساند. در ادامه، به این امر خواهيم پرداخت كه حساب را چگونه بهتر درس دهيم.

é چگونه حساب را بهتر درس دهيم؟
 اشاره كردیم كه تاكنون تمركز اصلی حساب در برنامة درسی ریاضيات مدرسه ای بر انجام محاسبه های دقيق 
با عددهای معلوم بوده اســت. از طرف دیگر، در مدرسه تمركز جبر مقدماتی نيز بر محاسبات است، ولی محاسبات 
با عددهای معلوم و نامعلوم و با تکيه بر قوانين جابجایی، شركت پذیری جمع و ضرب و توزیع پذیری. علاوه بر این، 
جبر شروع توجه به الگوهای كلی است كه در مورد همة عددهای درست اند. اكنون، به مشکل دانش آموزان در گذر 

از حساب به جبر می پردازیم.
برنامة معمول ریاضيات مدرسه ای چندان توجهی به این مشکل ندارد. بعضی از آموزشگران، با آگاهی از سختی 
این گذر، پيشنهاد كرده اند كه »تفکر جبری« در سال های اوليه آموزش مدرسه ای مورد توجه قرار گيرد )برای مثال: 
بلانتون، 2۰18؛ كاپوت، 2۰۰8؛ و كایرن، 2۰۰۴(. نمی توان در نيت خوب آن ها شک كرد، ولی همچون همة موارد 
دیگر در آموزش ریاضی، نيت خوب كافی نيست. چرا كه كيفيت چگونگی انجام آن در جزئيات نهفته است. با توجه 
به اینکه برنامة آموزش مدرســه ای جبر در آمریکا اساساً نادرست است )به وو، b 2۰16 به خصوص بخش های1.1 ، 
1.2 ، 3.۴، 1.5، 2.7 ،8.۴ و ۴.1۰ نــگاه كنيــد(6، اولين قدم ما این خواهد بود كه دریابيم معنی »تفکر جبری« در 
زمينة چنين برنامة نادرستی چه می تواند باشد، چرا كه »چگونگی درک ما از جبر، چگونگی جبرورزی ما  را تعيين 
خواهد كرد.« )كاپوت، 2۰۰8، ص. 8( علاوه بر این، توصيه های مرســوم برای تشــویق به تفکر جبری در مدرسه، 
معمولاً با اضافه كردن عناصر جدید به برنامة جاری حســاب )برای مثال، مســئله های مرسوم به فکری( همراه اند و 

آنچه معيوب است، همان گونه كه بود، دست نخورده باقی می ماند. 
ما بر این باوریم كه راه  حل ســاده تر این است كه روی آموزش حساب سالم متمركز شویم، به جای اینکه سعی 
كنيم آنچه را كه هســت دست كاری كنيم. باور ما این نيست كه آموزش حساب سالم، هدف نهایی است )هر چند 

 برنامة درسی باید هرجا كه امکانش هست، فرایند تجرید را در حساب 
مدرسه ای بگنجاند تا فاصلة میان حساب و جبر كم شود. استفاده از نمادها 
هرجا كه موقعیتش فراهم باشد، یکی از گام های تجرید است. از همه مهم تر 
این نکته است كه استنتاج به كاری جاری و روزمره در حساب بدل شود، چرا 
كه ساختار ریاضیات )در هر سطحی( بر پایة استنتاج بنا شده است
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هيچ شکی در اهميت آن وجود ندارد(. سودمندی حساب سالم در این است كه سکویی برای شروع جبر خواهد شد 
)هفت توصيه زیر با هدف روشن كردن این نگاه نوشته شده اند(. علاوه بر این، قابليت یادگرفته شدن حساب سالم 
بيشتر از حساب معيوب است و نياز به یادآوری این امر نيست كه دانش آموزانی كه حساب را به درستی یادگرفته اند، 

آمادگی بيشتری برای یادگيری جبر دارند. 
در ادامه تلاش خواهم كرد كه از كلی گویی در مورد برنامة درســی حســاب بپرهيزم و فقط به موارد اساسی ای 
اشــاره كنم كه باید در آموزش حســاب تغيير كنند. به همين دليل ناگزیرم كه به شش كتابی7 كه با هدف چنين 
تغييری نوشــته شده اند، به طور پی درپی اشاره كنم )وو، b 2۰16 ،a 2۰16 ،2۰11، در دست انتشار(. در واقع، این 
كتاب ها با هدف ایجاد تغييرات كلی و همه جانبه در محتوای ریاضیِ ریاضيات مدرسه ای نوشته شده اند8. اما تمركز 
نوشتة حاضر فقط روی تغييراتی9 است كه باید در آموزش حساب ایجاد شوند تا مسير آشنایی دانش آموزان با جبر 

هموار شود. 
1. باید برای الگوریتم های استاندارد حساب )علاوه بر تصویر ها و قياس ها( توضيحات ریاضی متناسب با هر پایة 
تحصيلی ارائه شود. به طور خاص باید بر اهميت قوانين جابه جایی و شركت پذیری جمع در الگوریتم های استاندارد 
جمــع و تفریق )وو2۰11، ص. 68؛ وو2۰۰۰،ص.۴6 و ص.۴9( و همچنين بر نقش اساســی قانون توزیع پذیری در 
الگوریتم های اســتاندارد ضرب و تقســيم طولانی )وو2۰11، ص.85؛ وو 2۰۰۰، ص.62، و ص.82( تأكيد كرد. پس 
از آشــنایی با چرایی درســتی الگوریتم ها، دانش آموزان درک بهتری از آن ها و چگونگی عملکرد آن ها پيدا خواهند 
كــرد. )وو، 2۰11، فصــل2؛ وو2۰۰۰، فصل2(. در حال حاضر، یکی از دلایلی كه معلم ها و دانش آموزان این قوانين 
را جدی نمی گيرند، این است كه برنامة حساب هيچ استفادة ریاضی جدی از آن ها نمی كند. در نتيجه تنها خاصيت 

این قوانين آن است كه برای كسب نمرة خوب در آزمون های سراسری حفظ شوند. 
2. حتی در حســاب، دانش آموزان باید تجربه ای از تجرید و ســاختار كسب كنند.  در واقع،  پیغام 
اصلی چهار الگوریتم استاندارد این است كه اگر یاد بگیریم چگونه با عددهای تک رقمی محاسبه كنیم، 
قادر خواهیم بود هر محاسبه ای را با دیگر عددهای طبیعی، هر چقدر هم كه بزرگ باشند، انجام دهیم 
)وو، 2۰11، فصــل3 و در سراســر فصل های ۴ تــا 7؛ وو2۰۰۰، صص.38-۴۰(. اگر این پيغــام را به دانش آ موزان 
یادآوری و در موقعيت های مختلف به آن اشاره كنيم، آن گاه آن ها نه تنها متوجه ارزش یادگيری الگوریتم ها خواهند 
شــد، بلکه تجربه ای از تفکر مجرد به دســت خواهند آورد و وقتی به جبر می رســند كمتر شوكه خواهند شد )در 
واقع، اگر معلم ها مجبور بودند كه پيغام اصلی را به طور مکرر در تدریس خود یادآوری كنند، شــاید در قانع كردن 

دانش آ موزان برای حفظ كردن جدول ضرب موفق تر بودند(. 
،2۰16 a 3. به همين ترتيب باید برای دانش آ موزان، بر اهميت معنای برابری كسرها )وو،2۰11، فصل 13؛ وو 

 بخــش 1.3، وو 2۰۰1، بخش 3( تأكيد و نقش آن را در همة آنچه به كســرها مربوط اســت، پررنگ كنيم: نقش 
 ،2۰16 a 2۰16، صص. 31-35؛ وو 2۰۰1، بخش5(، جمع و تفریق كسرها )وو a صریح آن در مقایسة كسرها )وو 
بخش1.۴؛ وو 2۰۰1، بخش6( و ضرب و تقسيم كسرها )وو a 2۰16، بخش های 1.5 و 1.6؛ وو a 2۰1۰، صص. 33-

37 و ص. 72(. بدون درک نقش محوری مفهوم مجرد برابری كســرها، محاسبه های مربوط به كسرها مهارت هایی 
جدا از هم  خواهد بود و دانش آ موزان می پندارند كه تنها استفاده از قضيه برابری كسرها، در ساده كردن كسرهاست. 
۴. اعشــاری های متناهی باید به عنوان دستة خاصی از كسرها )كسرهای اعشاری( تعریف و آموزش داده شوند 
)وو 2۰11، بخش 12.3؛ وو 2۰1۰a، صص. 2۰-22(. این روش هم از لحاظ تاریخی و هم از لحاظ آموزشی صحيح 
اســت؛ فقط از این نقطه نظر كه چهار عمل اصلی روی اعشــاری ها و به خصوص ضرب اعشاری، واضح خواهد شد و 
البته كه وضوح، شــرط لازم برای قابل یادگيری بودن است )وو 2۰11، بخش1۴.2، ص.256، ص.269؛ وو2۰11، 
بخش 18.۴؛ وو a 2۰1۰ صص. ۴8-۴9، 56-66 و 76-79(. درک اینکه دو دســتة به نظر متفاوت از عددها، 
اساساً یک چیز هستند، فرصت دیگری را برای دانش آ موزان فراهم می كند كه اهمیت تجرید و ساختار 

را تجربه كنند. 
5. باید تأكید شود، اعمال مربوط به كسرها در راستای اعمال مربوط به عددهای طبیعی قرار دارند 
)وو، 2۰11، صــص. 173-221،17۴، 262 و 28۴-286؛ وو 2۰۰1، صــص. ۴6-63، 81-82(. اینکــه درک این 
هم راستایی، قابليت یادگيری كسرها را افزایش خواهد داد، چنان آشکار است كه به هيچ توضيحی نياز نيست. آنچه 

حتی در حساب، 
دانش آموزان 

باید تجربه ای از 
تجرید و ساختار 
كسب كنند.  در 

واقع،  پیغام اصلی 
چهار الگوریتم 
استاندارد این 

است كه اگر یاد 
بگیریم چگونه با 

عددهای تک رقمی 
محاسبه كنیم، 

قادر خواهیم بود 
هر محاسبه ای را 
با دیگر عددهای 

طبیعی، هر چقدر 
هم كه بزرگ 

باشند، انجام دهیم
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به همان اندازه اهميت دارد ولی كمتر آشــکار است، این موضوع اســت كه این هم راستایی، تجربة دیگری از درک 
تجرید و ساختار را برای دانش آموزان فراهم می كند:  آنچه در عددهای طبيعی یاد می گيرند، به آن ها كمک خواهد 
كرد كه كسرها را یاد بگيرند؛ چرا كه این موضوع ها شبيه به هم هستند. مدتی باور بر این بود كه »كسرها، عددهایی 
بسيار متفاوت از عددهای طبيعی هســتند«. این باورِ نادرست مانعی برای یادگيری كسرهاست )در سال های اخير 

تلاش هایی برای كم رنگ كردن این باور انجام گرفته است؛ به Common Core، 2010 نگاه كنيد(.
6. آموزش كســرها باید به روشی متناســب با پایه تحصيلی به تجرید و عموميت موضوع وفادار باشد. هم اكنون 
تقریباً باور عمومی بر این است )برای مثال  Common Core،  2010( كه از لحاظ آموزشی، مؤثرتر است كه كسرها 
به طور مشخصی تعریف شوند. مثلًا به عنوان نقطه ای روی محور عددها ) جنسن، 2۰۰3؛ وو، 2۰۰1( به جای اینکه 
به دانش آموزان بباورانيم كه یک كســر، هم یک قطعه پيتزاست، هم تقسيم است، و هم نسبت. اگر تلاش كنيم كه 
واقعيت های متفاوت مربوط به كســرها را به  طور موجز و دقيق ارائه دهيم، دانش آموزان به طور طبيعی )و به تدریج( 
با عموميت و استفاده از نمادها آشنا خواهند شد. می توان با ریاضياتی سالم كسرها را این چنين ارائه داد1۰ )جنسن، 
m و 

n
2۰۰3؛ وو 2۰11، قسمت2(. برای مثال، قضية تساوی كسرها، گزاره ای است كه بيان می كند، برای هر كسر 

برای هر عدد طبيعی c، داریم:

m cm
n cn
=

به همين ترتيب »ضرب ضربدری« صورت و مخرج دو طرف یک تســاوی را )كه یکی از مهم ترین مهارت ها در 
هم ارز است با  m k

n l
= ، رابطة  k

l
m و 

n
كار با كسرهاســت(، می توان به این شــکل بيان كرد كه برای هر دو كسر، 

ml=kn  )و همچنين، در فرایند یادگيری این مهارت اســت كه دانش آموزان معنای »هم ارز اســت« را یاد خواهند 
گرفت(. فرمول جمع دو كسر دلخواه به شکل زیر است: 

m k (ml kn)
n l nl

+
= =

و بــه همين ترتيب برای فرمول های دیگر. دانش آموزانی كه در معرض چنين بيان نمادینی از كليت قرار دارند، 
مسير هموارتری را به سمت جبر طی خواهند كرد. 

7. بالاخره، ما باید همة تلاش  خود را به این امر معطوف كنيم كه برای هر ادعایی در حساب، دليلی ارائه دهيم. 
در حساب می توان با حفظ و تمرین كردن مهارت ها، محاسبات را به درستی انجام داد. اما به سختی می توان جبر را 
با حفظ كردن یاد گرفت. جبر حساب تعميم یافته است و موضوع كليدی آن بيان گزاره های كلی دربارة عددهاست 
)بيشــتر  اوقات همة عددها(. استدلال تنها وسيله برای پيمودن قلمرو جبر است و بنابراین ما ناچاریم از همان روز 

 .)2۰16 b ،2۰16 a ،2۰11 اول دانش آموزان را در معرض استدلال  قرار دهيم )وو
در این نوشــتة كوتاه، ما تلاش كردیم كه معنای جبر را به عنوان حســاب تعميم یافته روشن كنيم و برای بهبود 
برنامة درسی حساب پيشنهاد هایی ارائه دهيم كه عبور دانش آموزان را از حساب به جبر هموار می كند. نباید تظاهر 
كنيم كه انجام چنين اصلاحاتی آسان است، چرا كه نيازمند توسعة حرفه  ای و پایدار معلمان و خلق كتاب های درسی 

خوب برای دانش آموزان است؛ اما باید تلاش كرد. 

یک موضوع روشــن است. راهبرد حذف تجرید از حســاب، با این هدف طراحی شده است كه به 
دانش آموزان القا كند می تو انند در نبرد با محاسبات پیروز شوند، بدون اینکه به انجام تفکر انتزاعی نیاز 
داشته باشند. متأسفانه این راهبرد باعث می شود دانش آ موزان در مواجه با نمادها، تجرید و تعمیم دچار 
شوک شوند. این  راهبرد باعث شکست دانش آموزان در مواجه با جبر می شود. اگر ما برنامة درسی حساب 

را اصلاح نکنيم، ما هم در همان مواجه شکست می خوریم. 
تذكر: مقاله حاضر از »ویکی نوشــت آموزش ریاضی«، شــماره 9 و 10 آن، اقتباس شــده اســت. 

ما باید همة تلاش  
خود را به این امر 
معطوف كنیم كه 
برای هر ادعایی در 
حساب، دلیلی ارائه 
دهیم. در حساب 
می توان با حفظ 
و تمرین كردن 
مهارت ها، محاسبات 
را به درستی انجام 
داد. اما به سختی 
می توان جبر را با 
حفظ كردن یاد 
گرفت
جبر حساب 
تعمیم یافته است و 
موضوع كلیدی آن 
بیان گزاره های كلی 
دربارة عددهاست 
)بیشتر  اوقات همة 
عددها(. استدلال 
تنها وسیله برای 
پیمودن قلمرو جبر 
است و بنابراین ما 
ناچاریم از همان روز 
اول دانش آموزان را 
در معرض استدلال  
قرار دهیم
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پی نوشت ها
٭ مایلم از لری فرانســيس به خاطر بحث ها و تصحيح ها و از اميرحســين 

اصغری برای پيشنهادهای ارزشمندش تشکر كنم. 
1. وو، هانگ )دی ماه 1397(، از حساب به جبر، قسمت اول: جبر، حساب 

تعميم یافته است، ویکی نوشت شمارة 9.
2. باید تأكيد كنيم كه اشارة ما به گسست برنامة درسی ریاضيات مدرسه ای 

در آمریکا مربوط است، نه به خود ریاضيات.
3. برای مثــال، چون x تغيير می كند، می تواند مثلًا صفر باشــد؛ در این 

و در نتيجه:3- =1 !!! x − = −2 3 3 x و  + =4 1 صورت: 1
۴. تأكيد می كنم كه متغير یک مفهوم ریاضی نيســت، نقطه،  سرخط! اگر 
دانش آموزان به گونه ای آموزش داده شــوند كه با نماد ها درست كار كنند، 
 ،2۰16 b نيازی نخواهند داشت نگران این باشند كه »متغير« چيست )وو

بخش 1و 1(.
5. تلاش كرده اند از ســال 2۰18، بيشــتر مدارس آمریکا تلاش خواهند 
كرد كه از برنامة درسی مشتركی (Common Core) استفاده كنند. اینکه 

نتيجة این تصميم چه خواهد بود، هنوز معلوم نيست.
6. هميــن حرف را می توان دربارة كليت برنامة درســی كنونی ریاضی در 
آمریکا گفت  )وو، 2۰18، بخش 3. 2. و پيوست2(. اگر چه به نظر نمی رسد 
آمریکا تنها كشوری باشد كه دارای چنين مشکلاتی در برنامة درسی است. 
7. نسخه های اولية این كتاب ها به طور رایگان در فضای مجازی در دسترس 

.)2۰1۰ b 2۰1۰؛ a است )وو، 2۰۰۰؛ 2۰۰1؛
8. هدف این است كه آنچه من ریاضيات كتاب درسی مدرسه )وو 2۰18، 
بخش 3. 2 و پيوســت2( می نامم، به طور كلی از تمام دوره های تحصيلی 
حذف شود. شــش كتاب مورد اشاره با این هدف نوشته شده اند كه نشان 
بدهند می توان ریاضيات كتاب درســی را با ریاضيات سالم و در عين حال 

متناسب با دورة تحصيلی مورد نظر جایگزین كرد. 
9.  چون این مقاله كوتاه اســت، به ناچار، بعضی از مفاهيم مهم در برنامة 
حســاب مدرسه، به خصوص مفاهيم سرعت ثابت )b 2۰16، بخش 2.7( و 

شيب )b 2۰16، بخش ۴. 3(. در اینجا مورد بحث قرار نمی گيرند. 
1۰. روش معرفی كســرها در وو )a 2۰16( اندكی پيچيده تر اســت. ولی 
ناچار بودم آن را ذكر كنم، چون همان روش، مورد استفادة استاندارد های 

برنامه درسی قرار گرفت.
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»ویکی نبشــته« یا »ویکی نوشت« نوعی »كتابخانه دیجیتال آزاد« شامل كتاب ها، مطبوعات، سندها و 
دیگر نوشتارهای آزاد است كه به عنوان منابع كلاسیک و بدون دگرگونی و تحریف در دسترس عموم 
 https://maths4maryams.org/mathed/farsi قرار می گیرند. »ویکی نوشت آموزش ریاضی« به آدرس
 maths4maryams.org نیز در سال 1396 و پس از درگذشت پروفسور مریم میرزاخانی، با تأسیس وبگاه
توسط دكتر امیرحسین اصغری ایجاد شد. این وبگاه، ویکی نوشته ها را تركیبی غنی از تجربه و تحقیق 
توصیف كرده است كه برای اولین بار منتشر شده اند. این سایت امکان تبادل نظر دربارة این نوشته ها 

را نیز فراهم كرده است.
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